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1. INTRODUCCION

Consideremos una familia de funciones en una sola variable z:

O(x; a9, a1,...,a,)

que tiene n + 1 parametros ag, aq, ..., a,, cuyos valores caracterizan a las funciones
individuales de ésta familia.

El problema de la interpolacién para ® consiste en determinar estos pardametros a; de
forma que para n + 1 pares de nimeros reales (o complejos) (x;,y;), ¢ = 0,1,...,n con
x; # xj si i # j se cumple:

O (x5 a9,a1,...,a,) =y, 1=0,1,....n

Llamaremos a los pares (z;,y;) puntos soporte o también nodos, siendo x; la abcisa
soporte e y; la ordenada soporte.

Tendremos un problema de interpolacion lineal si ® depende linealmente de los parametros

Q;.

O(xi5 a0, a1, . . ., ap) = ag Po(T) + a1 $1(x) + ag Po(x) + - -+ + apn Pp(x)

Esta clase de problemas incluye la interpolacién polinémica clasica:

2
O (x5 a9, a1, .. .,a,) = ag + a1 & + agx” + - - - + aa”

y también a la interpolacién trigonométrica:
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. _ xi 2xi nxi -2
O(25;a0, a1, - .., a) = ag + a1€” + aze® + -+ ae™, (12 = —1)

siendo €**" = cos kx + i sen kz, por la férmula de De Moivre.

La clase de problemas de interpolacién lineal también incluye la interpolacion por
splines. En el caso especial de splines cubicos, las funciones ¢ suponen derivables dos
veces con derivada continua para x € [xg,x,] y que coincide con algin polinomio cibico
en cada subintervalo [z;, z;41] de una particion dada xg < 1 < -+ < T,

Hay dos esquemas no lineales que son de importancia, la interpolacion racional:

_ag+ayx + ax® + - 4 a2’
b+ b+ byx? 4 -+ ™

q)(l'z, ag, A1y ..., Qp, b(),bl, P ,bm)

y la interpolacion exponencial

A A A A
D(xi5a0,a1, ..y Any Aoy A1y - ooy Ap) = age” 0% + a1 + age™?® 4 -+ - + a "

La interpolacién racional es importante en el proceso de mejor aproximacion a una
funcién dada por otra que sea facilmente evaluada en un ordenador.
La interpolacion exponencial se usa en el andlisis de procesos radioactivos.
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2. COEFICIENTES INDETERMINADOS

Es de uso exclusivo en los problemas de interpolacién lineal, ya que se trata de plantear un
sistema lineal en base al conjunto de puntos dado, apareciendo los coeficientes a calcular
en una combinacion lineal con las funciones base ¢;(x). T ER AT

Supongamos un conjunto de puntos (z;,y;),i = 0,1,...,n donde y; = f(x;). Se dice
que la funcion g interpola a f en los puntos (z;,y;) si

g(x;) = f(x;) = y;, paracadai=0,1,---,n

En el caso de interpolacion polindmica buscamos un polinomio
g($) :p(ff) =ay+ax+ -+ a,z"”

donde se quieren determinar los coeficientes a;, 0 < 7 < n.
Por tanto se han de verificar las n + 1 ecuaciones :

yj = p(x;) = ap + aa; + asa’ + -+ aa), 0<j<n

que expresado en forma matricial el sistema queda :

2 n
L wg x5 -+ g Qo Yo
1 = 93% SRR ai Y1
1 2 n
Tn T x, an, UYn
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o bien Va = i, donde V' es una matriz conocida con el nombre de matriz de Vander-
monde, que es no singular ya que si los puntos x; son distintos su determinante vale:

V= (zn —2p-1) (X0 — o) (Tn-1 — Tn—2) -~ (X1 — T9) = H(ﬂ%‘ - ;)
i>j
que asegura que existe solucion unica si x; # xj, para i # j.
Este método de obtener los coeficientes mediante el planteamiento de un sistema lineal
se llama método de coeficientes indeterminados.

Ejemplo. Encontrar el polinomio de interpolacién p(x) de segundo grado tal que p(0) =
-1, p(1)=2,p(2) =T1.
Solucion:

Buscamos el polinomio de grado dos p(r) = ag+aiz+asx? que verifica las condiciones
anteriormente expuestas. Por el método de coeficientes indeterminados con xzg = 0,
r1 =1, x9 = 2 obtenemos :

(10+0+0:—1
a0+a1—|—a2=2 (1)
a0+2a2+4a2:7

y resolviendo el sistema (p.e., por Gauss) obtenemos p(z) = 2% + 2z — 1.
|

El método de los coeficientes indeterminados es un procedimiento con amplia apli-
cacion a otros tipos de problemas de interpolacion. Por ejemplo, si buscamos una funcién
no polinémica en el sentido usual como en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo. Queremos encontrar un polinomio trigonométrico p(z) de la forma

p() = co + ¢1 cosx + ¢ cos(2x) + c3 cos(3x)

tal que p(z;) = y;, 0 < j < 3 siendo 29 = 0,21 = 7/6,29 = w/4, 253 = 7/3 con yy =
0,91 =2 —V3/2,90 =1 +2/2,y3 = 3/2.
Solucion:

El sistema lineal es :

1 1 1 Co

0
V3/2  1/2 0 1 2 —+/3/2

1
1
1 V2/2 0 —v2/2 o | | 1+v2/2
1

/2 —1/2 -1 cy 3/2
y la solucién del sistema (por eliminacién gaussiana, p.e.) produce ¢g = 1,¢; =
—1,c9 = 2,¢c3 = —2. Por tanto :

p(z) =1 — cos(z) + 2 cos(2x) — 2 cos(3z)
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3. TEST

A continuacion vienen algunas preguntas tipo test para probar la comprension de la teoria
expuesta. Por favor, lea cuidadosamente el texto y las posibles respuestas que aparecen.

Inicio del Test Responder a las siguientes cuestiones.

1. Dados los puntos (0,0), (1,1), (—1,1),(2,4), el polinomio de grado uno que interpola
en dichos puntos es
x r—1 no existe T+ 2

2. el polinomio de grado dos que interpola en los mismos puntos es
T x? 2 —1 x+2

3. el polinomio de grado tres que interpola en los mismos puntos es
z3 z? 22— 1 x?
4. si se anade el nodo (3,9), conjeture cial seria el polinomio de grado cuatro que

interpola en los mismos puntos
x4 :L.3 x2 T _|_ 2

Final del Test

b cual seria la

Test. Con los mismos datos, se quiere encontrar una funciéon del tipo a.z
solucién?

(a) x? (b) No existe (c) No se puede calcular
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4. PROBLEMAS

Problema 1. Un polinomio de tercer grado pasa por los puntos (0,—1),(1,1),(2,1) y
(3, —2). Obtener su valor para x = 1.2.
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Soluciones a los Problemas

Problema 1.
Para el polinomio p(z) = ag + ayx + asx? + azx3, el sistema que resulta es:

ap+0+0+0=-1
ap+a;+ay+as=1

ag + 2as + 4as + 8az =1
ag + 3as + 9ay + 27a3 = —2

y resolviendo el sistema (p.e., por Gauss) se obtiene

1
p(z) = —6(:&” + 32 — 167 + 6)

y en x = 1.2 por Ruffini-Horner por ejemplo se obtiene p(1.2) = 1.192.
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: Aunque la funcién 22 realmente es la solucién al problema de inter-
polacion propuesto, no es posible obtenerla a partir de la alplicacion del método de los
coeficientes indeterminados a la funcién a.z’, ya que no esté expresada de forma lineal
y no permite por tanto plantear un sistema lineal que permita obtener el a y el b de la
férmula. Final del Test
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