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1. FORMULA DE LAGRANGE

Supongamos que {zg, z1, -, T, } = {z;}I, son n + 1 puntos distintos del eje real y que
f: R — R estd definida sobre I = [a,b] con {x;}!, C [a,b]. Tenemos entonces :
Teorema 1.1. Eziste un tunico polinomio p(x) de grado no mayor que n que interpola INFORMATICA
a f en los puntos xg,x1,- - , Ty :

p(x;) = f(z:), =01, ,...,....n
Unicidad. Sea q(x) otro polinomio de grado menor o igual que n que interpola a f en

{z;},. Entonces :
h(x) = p(x) — q(x)

es un polinomio de grado menor o igual que n que cumple

h(z;) = p(z;) — q(z;) = f(z;) — f(z;)) =0, i=0,1,...,n

o sea, h(z) tiene al menos n + 1 ceros distintos = h(z) = 0 (idénticamente nulo)
— p(r) = q(x), V. O

Existencia. Veamos ahora como se puede construir; escribiremos por brevedad
flzr) =ye, k=0,1,....n

En primer lugar, construiremos un polinomio de grado n que sea nulo en todos los puntos
x; salvo en uno x;, en el cual valga 1. Tiene que ser de la forma :
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n

Ly(x) = aH(:v —z;), siendoa€R
=0
ik

y como su valor para x = x; debe ser 1 tenemos :

1
a= n
H(zk — i)
2
con lo que queda :
Lk({I}) _ H Tr—I; _ (-T—I())(I—JI1>...((L'—xk_l)(m—xk+1)...(x_mn)
pairy T — Iy (xk - xo)(xk — xl) R (xk — xk_l)(xk — $k+1> c. (Jfk _ xn)
i#k

verificandose entonces que

1, sii=Fk,
Ly(x;) = 0pi(delta de Kronecker ) = o
0, sii#£k
y esto para i = 0,1,...,n, dentro de cada k =0,1,...,n.
Por tanto, si se desea un polinomio de grado n que tome respectivamente los valores
Yo, Y1, ,Yn €n los puntos xg, x1,--- , T, basta tomar :
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i£k
B (x —z1)(x —29) -+ - (T — ) (x —zo)(x —29) -+ - (z — )
=0y ) (wo —a2) (w0 —wa) s —ao) (e — ) (01— )
Ty (z —@o)(z —@1)(x —x3) -+~ (x — @) ety (@ —zo)(x —@1) -+ (& — Tp1)

que se denomina féormula de Lagrange del polinomio de interpolacion. O

Efectivamente ocurre que :

P(éfi)IZykLk(xi)=0+~--¢+0+yi.1+0+~-nv+o:yl.
k=0

y esto para cada ¢ = 0,1,...,n, con lo cual verifica las condiciones a cumplir por el
polinomio que interpola en los puntos {z;}7,.

Ejemplo. Encontrar el polinomio de interpolacién p(x) de segundo grado tal que p(0) = —1,
Solucion:
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Tomando las z; e y; en el orden dado: g =0, 21 =1, 20 =2;y90= -1, 1 =2,y =7
Por la férmula de Lagrange tenemos :

(r—z)(r—22) (2 —1)(2—2)

Lo(l’) =

)
(ZL‘Q - 231)(1’0 — 1‘2) 2 ’
@) —m)
Ll(x> - (1,1 — 330)(.’1,‘1 _ 1,2> - ( 2)7
(x—z0)(x —21)  x(x—1)
L2<x a (IQ — .To)(IQ — l’1> 2

Por tanto, p(x) viene dado por la siguiente férmula :
p(z) = yo Lo(x) + 31 L1(x) + v Lo(x) = —Lo(z) + 2 Ly (z) + 7 Ly(x) = 2° + 22 — 1

En general no se nos pide la expresion explicita del polinomio de interpolacion como
en el ejemplo anterior, sino el valor de ese polinomio en uno o varios puntos en los
que se quiere interpolar, como es el caso del siguiente ejemplo.

Ejemplo. Obtener por interpolacién el valor para x = 3 conocidos los valores x¢ = 0, yy =
r1 =13 =0 12=2,y=7; w3 =14,y3 = 063.
Solucion:

Por la formula de Lagrange tenemos, sustituyendo ya el valor z = 3 :

—1;

ULPGC

INFORMATICA



http://pcm.dis.ulpgc.es/an

(z —1)(z — 2)(z — 4) B-1DB-2)3-4) _21(-1) 1

P = g no—20-n P = .
 x(r—2)(r—4) 3.1.(-1)
L@ =a"gaoga-n 1O =1y T
z(z —1)(z —4) 3.2.(—1) 3
L@ =a=ge—ne-9 — ¥ =20 "2
z(z —1)(z — 2) 321 1
B = oa-na-y P a7
Entonces
P(3) = o Lof3) + 1 Ln(3) + o La(®) + 43 La(3) = (~1).5 +0.(~1) +7.0 +63.5 =
RN
TTit et T

que es lo que tiene que dar ya que los valores dados son de la funcién f(z) = 23 — 1.
Obsérvese que podriamos habernos ahorrado el cdlculo de Li(z) ya que y; = 0 y el
resultado del sumando siempre sera cero.
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2. TEST

A continuacion vienen algunas preguntas tipo test para probar la comprension de la teoria
expuesta. Por favor, lea cuidadosamente el texto y las posibles respuestas que aparecen.

Inicio del Test Responder a las siguientes cuestiones.

1.

Six=1,2,3ey; =4,5,6 entonces L1(0) + Lo(1) vale
—2 4 3 0

. El polinomio L (z) jqué grado tiene?

2n n n—1 n+1

. El polinomio p(x) es la suma de n + 1 polinomios = el grado de p(z) es

n como minimo n siempre n — 1 siempre n como Mmaximo

. En el cdlculo de Li(z) para un cierto x fijo, jcuantas sumas/restas son necesarias?

n? 2(n+1) 2n 2n —1

. Y cuantas multiplicaciones/divisiones son necesarias?

n? 2(n+1) 2n 2n — 1

. Dado que hay que calcular n+ 1 polinomios Ly (x) para obtener p(z), el nimero total

de sumas/restas para calcular p(z) serd de
2n(n + 1) 2(n* +1) 2n* + 3n 2n* —1

Final del Test
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Test. Solucionar un problema de interpolacion por el método de Lagrange tiene un coste
de calculo menor que si se hiciera por el método de los coeficientes indeterminados
(a) Verdadero (b) Falso

Test. Supongamos que se ha realizado una interpolacién considerando los puntos z y;, 0 <
i < ny ahora se quiere anadir un nuevo nodo 1, yn+1 ise pueden aprovechar los Lg(x)
calculados anteriormente o hay que rehacer todos los calculos?

(a) Se pueden aprovechar (b) Hay que rehacerlos
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3. PROBLEMAS
Problema 1. Dada la siguiente tabla de valores:
x [0 1 [4] 6
i 1] -1]1]-1

obtener por interpolacién los valores para z = 2, 3,5

Problema 2. Obtener el polinomio de interpolacién que resulta de la tabla de valores:
xi|0]1]2]4
vi[1[1]2]5

Problema 3. jcuantas operaciones aritméticas elementales supone la evaluacién del poli-
nomio de interpolacién en un punto x por la férmula de Lagrange ?

Problema 4. Partiendo de la formula de interpolaciéon de Lagrange y definiendo

)\z':H ! = ! M= A
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7=0
J#i

demostrar que si x no es un nodo, entonces el polinomio de interpolacién se puede calcular
mediante la formula :

;) il
p(r) = =

Z 223
i=0

que se denomina férmula baricéntrica del proceso de interpolacién de Lagrange.
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4. ALGORITMO

El siguiente algoritmo realiza el célculo del valor del polinomio en el punto z en el que
se quiere interpolar.

Algoritmo 4.1: LAGRANGE(z,y,n, 2)

Comentario: Las abcisas z; se suponen diferentes, 0 <7 < n
ENTRADA: Nimero de elementos n, vectores x;,y;, y punto z
SALIDA: Valor del polinomio en el punto z

local i, 5,1
valor «— 0
para i < 0 hasta n
(1 —y
para j < 0 hasta n
si (i # j)
hacer ¢ hacer entonces | «— [ (z — xz;)/(x; — xj)
fin si
fin para
| valor < valor + 1

fin para
devolver (valor)
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Soluciones a los Problemas

Problema 1. Los valores para z = 2, 3,5 son respectivamente —1, 0, 1.
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Problema 2. El polinomio resultante es p(z) = 5(—2® + 922 — 8z + 12).
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Problema 3. Probar que es una férmula de O(n?). La mayor parte del problema ya se
ha realizado al responder el test de la secciéon anterior.
<



http://pcm.dis.ulpgc.es/an

Problema 4.
Sabemos que

i=0  j=0"" T TGSt T
J#i J#i
y por otra parte
" 1 1
)\z:H( ): n 7220717 y (2)
=0 ) ] (2 - ay)
JFi j=0
J#
que depende solo de las abcisas x, y ademas
A
Wi = ,1=0,1,...,n (3)
r — T;

que depende del valor z. Con estas definiciones, ( 1) se puede escribir en la forma

n

p(z) = (Z i ?Jz) H(I — ) (4)

k=0

Esta tltima forma ( 4) es vélida para cualquier valor de los y;, en particular cuando
yi = 1, ¢ = 0,1,...,n. Para estos valores de la funcién la tnica soluciéon posible es
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p(z) =1 por el teorema 1.1. Por tanto, aplicando ( 4)

1= (Z,ul ) H(m — i), Y= H(x —Tp) = nl (5)

=0

A partir entonces de ( 4) y ( 5) deducimos
;}Ni Yi
p(x) ==
> Hi
i=0

que se denomina férmula baricéntrica de la interpolacion de Lagrange ya que esta
formada como una media ponderada de los valores de la funcién y; con los pesos ;.

Esta formula es de una extraordinaria importancia, ya que nos permite anadir nuevos
nodos con comodidad, al poder reutilizar los calculos que se realizaron antes de disponer
del nuevo nodo. Ver [5ch&9], o también [[KCO4].

<
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Soluciones a los Tests

Solucién al Test: El método de Lagrange tiene un coste de O(n?) operaciones segiin se
ve en este mismo tutorial, mientras que los algoritmos de resolucién de un sistema lineal

tienen un coste de O(n?) operaciones. Final del Test
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Solucién al Test: Obsérvese que en el cdlculo de cada sumando Lg(z) intervienen un
factor mas en el numerador y en el denominador, y ademas aparece el nuevo sumando
L,11(z). Una solucién serfa almacenar los Li(x) y actualizalrlos con cada nuevo nodo,
ademas de anadir el nuevo, pero no es una solucion eficiente. Una solucién mas brillante
es la aportada por la férmula baricéntrica (ver Problema 4). Final del Test
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