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1. NEWTON EN DIFERENCIAS FINITAS

En el caso particular de que las abcisas de los nodos de interpolacion sean equidistantes
la expresiéon del polinomio de interpolacién de Newton en diferencias divididas adopta
otras formas que se han usado mucho, la formula en diferencias progresivas y la férmula
en diferencias regresivas. Antes de desarrollarlas necesitamos de algunas definiciones
previas.

Dado un conjunto de puntos (z;,;),0 < i < n donde y; = f(z;) se define diferencia
progresiva de orden 1 en y, y se denota por Ay, a

Ay = f(xk + h) - f(xk) = f($k+1 - f(xk) =Yk+1 — Y = Alyk
y diferencia regresiva de orden 1 en y; y se denota por Vy; a
Vi =Y — Y1 = V'

Analogamente, se define diferencia progresiva de orden 2 en 1 a

APy = A(Ayx) = A(Yrr1 — Ur) = Ay — Ayg =
= Y2 — Uks1 — (Uks1 — Uk) = Yrr2 — 2001 + Uk = VYo

En general se definen
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y convenimos en que A%, =y, VO, = y;. y ocurre ademds que A™y, = V™t Y
también

n . TRL
Ay = Z(—l)]( .)yk+n—j
— J
j
En la tabla 1 aparece como se forman las diferencias de diferentes ordenes. Observe
la regularidad de la diagonal superior.
De la misma forma, en la tabla 2 aparecen las mismas diferencias que se calcularon
en la tabla de dif. progresivas, pero ahora con la notacion propia de las diferencias
regresivas. Observe la regularidad de la diagonal inferior.

Necesitamos ahora establecer una relacion entre diferencias divididas y diferencias
finitas para poder reescribir la férmula de Newton en términos de diferencias progresivas

o regresivas. Dicha relacion nos viene dada por el siguiente lema.
Lema 1.1. ‘
A’ Yk

Viz0: f[xkaxk-i-la---,xk—i-i]zw
Demostracion. Por induccidén tenemos :
e Lo demostramos para i = 0 : f[zg] = f(zx) = yp = Ay

e Lo suponemos cierto para ¢ =n > 0. Y entonces

e Lo demostramos para i = n + 1. Tenemos
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x vy Ay Ay Ay Aty Ay A%y ATy A%y
o Yo
Ay
1 U A2y0
Ay A3?40
Lo Y2 Azyl A4y0
Ay A3y1 AE’?JO
T3 Ys A2y2 A4y1 AG?/O
Ays Agyz A5y1 A7y0
Ty Y APys Ay, Ay, APy,
Ay, Ay, APy, ATy
T5 s Ay, Alys ASy,
Ays AB?M A5y3
Te Yo A?ys Ay,
Ays Agys
Ty Ays
Ay
Ts UYs

Tabla 1: Tabla de diferencias progresivas
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x y Vy V¥ Vy Viy V% V% V'y V%
To Yo
Vi
T V2ys
Vs V3y3
To Yo V3ys V4
Vs V3y4 V5Z/5
T3 Y3 V2yz V4y1 V6y0
Vs V3ys Voys Vyq
Ty Y V2ys Viye Voyr VB33
Vs Vs Voyz Vs
T5  Ys V3yg Viyq VOys
Ve Viy, Vs
T Yo V2y; Viys
Vyr Viys
T Y7 Vs
Vs
Trs Ys

Tabla 2: Tabla de diferencias regresivas
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floe, o Trn] = FlTrens o Thgngn]

f[kaa ce ,17k+n+1] =

T — Thynt1

_ AM/nlhY = Aty nlh" ATy — Ay,

—(n+1)h (n+ 1)! hntl
Ak —yk) _ AMAy) ATy,
(n+1Dtht  (n+ 1A (n+ 1) AnH!
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1.1. NEWTON EN DIFERENCIAS PROGRESIVAS

Utilizando éste lema podemos entonces obtener la féormula de Newton en diferencias
progresivas, que es la misma que en diferencias divididas pero expresada en diferencias
finitas, que es posible si en los puntos de interpolacién las abcisas son equidistantes,
0 sea, si

ZZ'H_l—l'i:h, Vz:(),l,,n—l

siendo h la diferencia constante entre dos abcisas consecutivas.

Tenemos entonces los puntos de interpolacién (zg, yo), (z1,91), - - -, (Zn, Yn), donde y; =
f(z;) y ademds z;11 = x; + h,Vi = 0,1,...,n — 1 y podemos escribir x; = 2y + h =
1’2:$1+h:1}0+2h:>1‘3:l‘0+3h:>... ‘ZL'ZZLIJQ-FZ}L, i:0,1,2,... n\

La expresién del polinomio de interpolacién en diferencias divididas es

pu(w) = flao] + flwo, v1](x — 20) + fl20, 71, 22) (¥ — T0) (T — 21) + - -

+ flro, x1, - xp)(x —xo)(x — 1) ... (. — 1)

(1)

Aplicando el lema anterior a ésta formula obtenemos :

Al A?
pn(T) = Yo + yf (x —x0) + yg (x — xo)(x —21) + - - -
1'h 21 h (2)
An
+ 2D —wo) (@ —a1). . (& — z0s)

n! h®
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por otra parte, hacemos el cambio :

T — To x—x; xv—(rxg+ih) x—x90—1h T—29 ih
- - = = =
R I h h h h
y sustituyendo en (2) :

Ay

T — x—x0)(T —
pa() =" +Aly, ( - 0) + A%y, ( 201)22 ),
(x —zo)(x —21) ... (T —Tp_1)
A" =
T2 n! h»
S 8
U
=yo+ Alyo Ts +A%y, o +-
0
" ;(s—l)...(s—n+1y_
A% n! B
_ Akyos(s—l)...(s—k:—l—l): Ay s
k! k
k=0 k=0

con lo cual tenemos :
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que se conoce con el nombre de férmula de Newton en diferencias finitas pro-
gresivas.
Ejemplo. Obtener una férmula para la suma de los primeros nimeros naturales.
Solucion:

n
1 . ., .
Sabemos que Y k = % y como queremos obtenerla por interpolacién con abcisas
k=1

equidistantes construimos un conjunto de valores segtin los diferentes valores de n:
n > y Al AT A3 Al
1— 1 1
2
2— 142 3 1
3 0
3— 14243 6 1 0
4 0
4— 14+24+34+4= 10 1
5

l— 14+243+4+5= 15

Tenemos p,(z) = >, (Z) AT
con s = (z —x9)/h =2 — 1 con lo que

x2—3x+2+4x—2_

plr) =1+2(x—1)+ 5
(5)

(2 — 1)z —2) =
D

N[ =

P4+ a(x
2

N4
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que es lo que debiamos obtener. [ |
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1.2. NEWTON EN DIFERENCIAS REGRESIVAS

También en éste caso las abcisas son equidistantes, o sea

(L‘Z‘_|_1—CL’Z':]'L, \V/’L:O,]_,,TL—]_

siendo h la diferencia constante entre dos abcisas consecutivas.

Tenemos entonces los puntos de interpolacién (zo, yo), (z1,91), - - -, (Tn, Yn), donde y; =
f(z;) y ademds x;11 = x; + h,Vi = 0,1,...,n — 1 y podemos escribir x; = xy + h =
ro=x1+h=20+2h=—a3=20+3h— ... x;=29+1h, 1=0,1,2,....n

Consideramos ahora los puntos de interpolacién en el orden (2., Yn ), (Zn—1,Yn—1), - - -, (Z0, Yo)
y para éste orden la expresion del polinomio de interpolacién en diferencias divididas es

o) = flon] + flen, Tooa](® — ) + fl@n, Tno1, Tn_o)(x — xp) (@ — Tpy) + - -

+ flen, xn1, - xo)(x — x0) (2 — 20 1) . (2 — 29)

(6)

diferencias progresivas y regresivas obtenemos :

Ay, V*itk
flai wir, - i) = KV hE T kIRE

Considerando ademas que la diferencia dividida es una funcién simétrica de sus ar-
gumentos, o sea, que

f[x(%xl;“' ,.Z'k] = f[ximxiu"' 7xik]

Aplicando el lema anterior 1.1 a ésta ultima formula y considerando la relacién entre --
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para cualquier permutacién posible (ig, 1, . .., %) de (0,1,..., k) tendriamos por ejem-

plo que
f[xna xnfl] = f[xnflv xn]; f[xna Tp-1, xn72] = f[xnf% Tp-1, xn]a ete.
Sustituyendo entonces en la ecuacién anterior (6):

Yn Yn
pn<x) = Yn + A ( n) + o1 1,2 (I - xn)(x - zn—l) + -
V™

por otra parte, hacemos el cambio :

T—Tpn—1 _ x—(zn—h) _ z—an+h _ z—2n h _
= =Sty =utl

T — Tp z—a}:l o z—(zh —2h) z—xn+2h T—2x 2h
h = U = hn = Z = T;L = 5 no4 7 =u-+ 2
z—z; _ T—(Tp—(n—i)h) _ z—xptn—ih _ z—24, n—ih __ s
o h = h ="+t =ut+tn—1

ULPGC
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y sustituyendo en (7) :

VOy,

S @—m) oy @—a)@—ae)
n o (r—z)(r—ap) . (2 — 1) B
V0 n! hn N
u (1)
MR Wi
=Y +Vy, U+VynT+--- (8)
("5
" @(u+1)...(u+n—1y_
+ V", o =
ok uwutl) o (utrk=1) Ko (utk-—1
k=0 k=0

con lo cual tenemos :

Pu(T) = Xn: (u i Z - 1> V¥

k=0

que se conoce con el nombre de férmula de Newton en diferencias regresivas.

Ejemplo. Obtener una férmula para la suma de los primeros nimeros naturales.
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Solucion:

La tabla es ezactamente la misma que se construyé para diferencias progresivas, pero

se toma ahora la diagonal inferior, que aparece en negrita

n_ 5 y VI VZ V3 VO
1

1— 1=

2
2— 142= 3 1

3 0
3— 14+243= 6 1 0

4 0
4— 14+243+4= 10 1

5

5— 14+2+3+4+5= 15

Ahora la ecuacién es: py,(z) = > b, (“TF71) Vhy,

siendo v
u = hn::v—5, h=1
u(u+1
1 2 92 + 20+ 10x — 20
=15+ 5(—5) + gile— 5w —4) = s 2* v
2’4z x(z41)

2 2
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que es de nuevo lo que debiamos obtener.

[ |
Ejemplo. Encontrar el polinomio de interpolacién p(x) de segundo grado tal que p(0) = —1,
p(1)=2,p(2) =T.
Solucion:
Tomando las z; e y; en el orden dado: g =0, 21 =1, 20 =2;yg= -1, y1 =2,y =7
Construimos la tabla de diferencias finitas:
x y AV A2V
0 -1
3
1 2 2
5
2 7
Para aplicar la férmula en diferencias progresivas es s = *5* = ’”T_O = x y por tanto:

2
p(x):—1—|—3x+§x(x—1):mZ—x+3x—1=x2+2m—1
Anélogamente, para aplicar la férmula en diferencias regresivas es u = =% = =2 —
r — 2y entonces:

2
p(rt)=7+5(x—2)+5(x—2)(x—1):7+5x—10+x2—3x+2=z2+2m—1

ULPGC
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2. PROBLEMAS

Problema 1. Construir la tabla de diferencias finitas para el conjunto de nodos siguiente:

x | 0125 | 0250 | 0.375 | 0.500 | 0.625 | 0.750
f(x) || 0.79168 | 0.77334 | 0.74371 | 0.70413 | 0.65632 | 0.60228 |

Usar la férmula progresiva de Newton con polinomios de grado tres para estimar
£(0.158) y f(0.636). Para el primer polinomio, elegir o = 0.125 y para el segundo
xo = 0.375.

Problema 2. Con los mismos datos del problema 1, usar la férmula regresiva de Newton,
eligiendo x,, = 0.500 en el primer caso y x,, = 0.750 en el segundo polinomio jse obtienen
los mismos resultados?

Problema 3. Con los mismos datos del problema 1, obtener los polinomios que inter-
polan en las abcisas 0.500,0.625 y 0.750, usando las formulas progresiva y regresiva de
Newton. Demostrar que se trata del mismo polinomio.

PROBLEMA 4. Probar que:
(a)

Alf(x).g(x)] = f(z).Ag(x) + g(z + h).Af (x)
(b) A"z™ = V"2" = n! cuando h = 1.

(c)

F@)] ga)Af(@) — f(2).Agle)
8 [g<x>1 RN
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Soluciones a los Problemas

Problema 1. Los valores son f(0.158) = 0.78801042 y f(0.636) = 0.65178537.
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Problema 2. Se obtienen los mismos resultados:
£(0.158) = 0.78801042 y f(0.636) = 0.65178537. El polinomio resultante es:

0.114346666667z° — 0.44704x% + 0.00841333333334x + 0.79739

. INFORMATICA
en el primer caso y

0.170666666667z° — 0.51936x* + 0.0391333333333z + 0.79307

en el segundo caso.
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Problema 3.
El polinomio en ambos casos es:

—0.199362% — 0.1582x + 0.83307
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Problema 4(a)

Alf(z).9(x)] = f(z + h).g(x + h) — f(z).9(x) =
= f(z +h).g(x +h) — f(2).9(x) + f(z).9(x + k) — f(2).g(x +h) = INFORMATICA
= f(z).9(x + h) — f(2).9(x) + g(x + h).f(x + h) — g(z + h).f(z) =
= [(x).Ag(x) + g(x + h).Af(z)
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Problema 4(b) Por induccién.
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Problema 4(c) Es sencillo. Se deja como ejercicio.
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